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Aufgabe 12.1 Harmonischer Oszillator (0 Punkte)

In Aufgabe 9.1 haben wir den Harmonischen Oszillator besprochen; hier schauen wir uns Superpositionen an:

Ein Teilchen befinde sich im iiberlagerten Zustand

1

(z,t) = (,(/)O(x)e—iEot/h n wz(m)e—iEQt/h)
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aus Grund- und zweiter angeregter Mode.

(a) Erstellen Sie eine Visualisierung der iiberlagerten Wellenfunktion ¥(z) im Zeitverlauf.

(b) Zeigen Sie, dass (z)(t) = 0, der Erwartungswert des Teilchens also im Zentrum verharrt.

(c) Zeigen Sie, dass (22)(t) = 3L V2_h (2wot), das Wellenpaket also ,,atmet".
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Aufgabe 12.2 Laserratengleichung (0 Punkte)

WIr betrachten zunéchst ein dreistufiges Lasersystem, bestehend aus

Niveau 1: Grundzustand, Population Ny (t); wird durch spontane, A2y N2 (), sowie stimulierte Emission, Bay Na(t) S(t),
gefiillt

Niveau 3: Pumpniveau, Population N3(t); wird mit Pumprate p Ny (¢) gefiillt

Niveau 2: Laserebene, Population Ny (t); wird durch Relaxation AssN5(t) gefiillt; dazu

Strahlungs- bzw. Photonendichte S(t) der Laser-Mode.

Dabei stehen die A, und B, fiir die Einstein-Koeffizienten zwischen den Nivaus, P fiir den Pumpvorgang.
Die Laser-Ratengleichung fiir drei Niveaus wird also wie folgt modelliert:

NBZPNl_A32N37

Ny = Asy N3 — Aoy N3 — By S N,

Ny = Ay Ny + By S No — P Ny;

S= TBnSNy + BAyNo — S/mpn .
—_— —_— ——

stimul. Emission  spont. Emission  Verluste

Als didaktische Reduktion fithren wir die folgenden Modellannahmen zur Vereinfachung ein:

e Adiabatische Eliminierung von N3(t): wir N3 = 0 und ignorieren dieses Niveau im Weiteren;
e Vernachléssigung der spontanen Emission: f < 1;

e als konstant angenommene Pumprate, p Ny ~ P.

(a) Zeigen Sie, dass wir ein effektives Zwei-Niveau-System erhalten, welches beschrieben wird durch

Ny = P — Ay Ny — Boy S Ny,
S: FB21 SNQ 7S/Tph.

(b) Stationdre Losung Bestimmmen Sie die stationére Losung, d.h. N, = S = 0; leiten Sie Ausdriicke fiir N3 und
S* in Abhéngigkeit von P, As1, B, p, I' sowie 7,1, her.

(¢) Numerische Losung, fiir Interessierte

(1) Implementieren Sie das reduzierte Gleichungssystem in Python und nutzen Sie z.B. den Runge-Kutta-Solver
scipy.integrate.solve_ivp.

(2) Wéhlen Sie beispielhafte Parameter unterhalb und oberhalb der Schwelle und integrieren Sie das System {iber ein
sinnvolles Zeitintervall.

(3) Erzeugen Sie Plots fiir No(t) und S(t)) sowie ein Phasendiagramm (Ns,S).

(*) Untersuchen Sie das Auftreten von Relaxationsoszillationen und deren Frequenz als Funktion der Pumpstéirke P
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Aufgabe 12.3 Notizzettel (0 Punkte)

Bereiten Sie einige Notizen (,,Spickzettel*) fiir die Klausur vor.

Regeln:

e 1 DIN A4-Seite,

e handgeschrieben (auch am Tablet + ausdrucken ist in Ordnung).
Schauen Sie insbesondere in folgende Aufgaben:

e 0.1

e 1.1, 1.2 (ohne Herleitung); 1.3 (Konzepte)

2.1 (ohne Herleitung); 2.3 (Konzepte)

e 3.2 (Konzepte); 3.3 (Interpretation)

4.1, 4.2 (Experiment, Rechnung, Ergebnis, Interpretation); 4.3 (Konzepte)

5.1 (Modell, Herleitung)

e 6.1 (Konzept); 6.2 (Formel, Konzept, Interpretation), 6.3 (Formel)
7.x (Konzepte, grundlegende Ideen zur Berechnung)

e 8.3 (Modell, Formel, Zahlenwert)
9.1 (

Konzepte, Zusténde), 9.3 (Konzepte)

10.1 (Konzept); 10.2 (Notationen); 10.3 (Experiment, Beobachtung, Interpretation); 10.4 (Konzept)

11.1 (Experiment, Modell, Interpretation); 11.2 (Experiment, Modell und Rechnung, Interpretation); 11.3 (Expe-
riment, Interpretation)

12.1 (Rechnung, Konzept); 12.2 (Konzept, stationires Regime); (12.4 (Konzept, Folgerung, Symmetrieeigensehaften))
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Aufgabe 12.4 Zwei Elektronen (0 Punkte)

Bonusaufgabe In dieser Aufgabe haben wir versucht, eine Aufgabe zu Singulett- und Triplet-Zustinden zu bauen, die
eintgermafen losbar sein kénnte; leider ist sie aber viel zu lang in der heiffen Phase der Klausurvorbereitung. Sie einfach
zu loschen war uns aber auch zu schade . . . vielleicht hilft es spdter mal fiir die Quantenmechanik II-Vorlesung.

In Aufgabe 10.4 hatten wir das ,,Abzéhlspielchen® fiir Fermionen etwas vereinfacht dargestellt. In dieser Aufgabe schauen
wir uns die Zwei-Elektronen-Wellenfunktion genauer an.

Die Wellenfunktion ¥(1,2) ist das Produkt aus Orts- U(7,73) und Spinwellenfunktion x(s1,sz2), auferdem muss sie
antisymmetrisch unter Vertauschung der Elektronen sein:

‘11(172) = \IJ(FMFQ) X(Sla 52); \11(172) = 7\11(271)
Genau ein Anteil muss daher symmetrisch, der andere antisymmetrisch sein:

U(r,75) = FY(r2,71) € x(s1,52) = £x(s2,51)

(a) Der Spin-Operator ist ein Vektoroperator, aufgebaut aus den drei Paulischen Spin-Matrizen:

1
AV 1 O . [0 1\ . {0 =i\ . _{1 0
(Z'y S = Ous |X+> = |+%> = (0> ) |X—> = |_%> = (1) 5 Og = <1 0) y Oy = (Z 0 ) y Oz = <0 _1) .

Oz

Wy
I

N St

Nun betrachten wir gemeinsam die Spins zweier Elektronen; die Produktbasis schreiben dabei wir in der Form
(ot B +h-b b b —h-D ),
und wir fithren Gesamtspinoperator

—

= = = N h R = N R h
SZ251+SQ mit Sl ::Sl,u:§6#®1 und SQ::SQHU‘:l@i&#

ein; dabei misst S; den Spin des i-ten Elektrons, 14sst den anderen unberiihrt (Tensorprodukt mit einer 2-dimensionalen

Identitét). Zwei der sechs Komponenten von S; lauten beispielsweise

001 0 0 — 0 0
s _h|l0o 0 0 1 ~ _hli 0 0 0
Slm:§1000’52y250 0 0 —i
010 0 0 0 i 0

(a) Notieren Sie Si. und S5, als Matrizen; zeigen Sie, dass

1 0 0 0
v a4 Lo -1 0 o0
S1: %= g g 1 o

0 0 0 1

(b) Gesamtspin Der Gesamtbetrag des Spins wird durch den Operator 52 gemessen. Fiir diesen Vektoroperator gilt:

2 = 2 = = = > 2 . N
§2=(S1+8) =S +85+281 5 Si-Sh= D Siu-Sous

Kn=x,y,z

hier misst S’f jeweils den Spin des i-ten Elektrons.

Der Kreuzterm 2 Sy - S5 erfasst die Wechselwirkung zwischen den Spins; mathematisch erzeugt er Off-Diagonal-Kopplungen

in der Matrix. Daher entwickeln wir gleich eine neue Basis, in welcher 52 diagonal wird. Zuvor:
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(b) Zeigen Sie mit dem Ergebnis aus (a) und

00 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0

v o LR[00 1 0 v 4 R0 -1 0 0 = oz R0 -1 2 0
SwSu =g 1 g o] SwSwEL g o oo s SeS=EL G 5
1 000 0 0 0 1 0 0 0 1

(c) Die fertige Matrix

(¢) Wir ,wissen, dass 5’12 = S’S = %hz 1; zeigen Sie, dass wir damit diesen Ausdruck erhalten:

2000
Sy Fo & z oz 0110
52f5f+53+25152:20110

00 0 2

(d) Singulett- und Triplet-Zustinde Wie angekiindigt suchen wir nun eine neue Basis, in welcher 52 Diagonalgestalt
annimmt; denn damit haben wir ja gerade die Eigenwerte (Spin) und Eigenvektoren (Zusténde) gefunden.

(d) Zeigen Sie, dass

0[x), |x>:%(|+é,—%>—|fé,+§>), (Singulett),

§% ) = =3, =)
2210, =1 &(Hh-D+-h+D),  (Triple).

3 +2)

Daraus lernen wir: Die etwas umsténdlich wirkenden Singulett- und Triplet-Zustéinde sind Eigenzustinde zu S2. Die
Vorzeichen in den Linearkombinationen verraten uns: das Singulett ist antisymmetrisch (Vorzeichenwechsel unter Vertau-
schung der Teilchen), das Triplet hingegen symmetrisch. Entsprechend muss die Paritéit der Ortswellenfunktion gerade
anders-symmetrisch gewéhlt werden.

Weitere Bemerkungen Warum 527 Wie schon im Ein-Teilchen-System kommutieren 52 und S, miteinander, ebenso
mit dem Hamilton-Operator H. Das heift, wir konnen eine Basis finden, in welcher sowohl die Energien (H), der Ge-

samtspin ($2) sowie die Spin-Projektion in die (0.B.d.A.) é,-Richtung (S.) gleichzeitig existieren; damit haben wir einen
Satz ,,guter Quantenzahlen®.

Wie beim einzelnen Elektron im Wasserstoffatom gilt: S. misst die Projektion des Spins in eine Raumrichtung; mogliche

Messwerte sind dabei die msh = {—S,...,+S} h, wobei die S aus den Eigenwerten S(S + 1)h? zu S2 stammen:

e Fiir das einzelne Elektron haben wir mg = :i:%.

e Im Singulett gibt es zum Gesamtspin S = 0 nur m, = 0.

e Im Triplet sind fiir S = 1 die Projektionen (Spineinstellungen) m, = {—1,0, +1} h? moglich.
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